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ANALIST ELASTICA DI TRAVI 1N PARETE SOTTILE
AD ASSE CURVO

Nota di Edoardo Cosenza*
Presentata dal Seccioc Ordimario Eliec Giangreco
Adunanza del 1 febbraic 1986

Abstract. - In this paper the static problem of thin walled curved structures
is anpalyzed.

At first the approaches existing in the specific literature are presen-
ted and the different levels of approximation are discussed together with the
common assumption usually .made.

Equilibrium and compatibility differential equation, which govern the pro
blem, are then provided and solved in closed form.

A matrix approach is adopted which allows to easily implement the proposed
method in automatic computational algorithm.

Versatiiity and efficacy of the method 15 shown trough some significati
ve examples,

The comparison of the results with some existing cases provided in tech-
nlca% literature, in which finite difference or finite element approaches are
‘used has led tec perfect agreement among the different methods.

An extensive literature survey is then provided.

Riassunteo. — Nella presente Nota & affrontato i1 problema degli elementi in
parete sottile ad asse curvo,

Dopo la presentazione dei diversi approcci esistenti in letteratura sono
digcussi i diversl livelli di approssimazione e le ipotesi fecniche generaimen-—
te accettate.

Sono guindi scritte e risolte in forma chiusa le eguazioni differenziali
di equilibric e congruenza del probiema, tramite una sintetica tecnica matri-
clale che ben si presta alla fermulazicne 41 algoritmi automatici di calcolo.

E' infine mostrata la versatilitd ed efficacia del metodo su signifiecati
vi esempi applicativi; 11 confronto dei risultati ottenutl con casl presenta-
ti in letteratura con discretizzazloni alle differenze finite ed agli elemen-
ti finiti qualifica la metedologla sviluppata.

Una estesa bibliografia specifica conclude la Nota.

INTRODUZIONE

Il problema delle strutture ad asse circolare'in parete scttile risulta
avere un notevele interesse applicativo, scprattutto per la utilizzaziore nei
ponti in curva. Il maggior numerc di ricerche, teoriche e sperimentali, sono
state evidentemente sviluppate nei Paesi in cul @ pid largamente utilizzata ta
le tipologia strutturale gquall Stati Uniti, Gran Bretagna, Gliappone, Germania
/47

Una vasta bibliografia sull'argomento 2 ripertata in /2/ e, con specifi-

¥
Istituto di Tecnica detle Costruzioni, Facoltd &i Ingegneria, Universitd di Napcli, Plazzale
V. Tecchio.




co interesse sul ponti curvi scatolari in agcclaio, in /3/.

In relarione &l solo problema statico, oltre alla ovvia possibilita di stu
diare la struttura come grigliate pianoc o come telaio spaziale approssimandc le
linee d'asse con tratei rettilinei, sono possibili sostanzialmente due diversi
approceci: lo &tudio bidimensionale a piastra ortotropa, e guello moncdimensio-
nale a trave in parete sottile.

Lo studio tramite la schematizzazione & piastra ortotropa, ottenuta pas-
sande dal discreto al continuo, si rende necessario per talune tipoclogle; tale
impostazione & evidentemente l'estensione al caso curve del metodo  di Guyon-
Massonnet ed & gstato notevolmente approfondito /6, 8, 9, 17, 1i8, 31/, anche con
metodi numerici semianalitici tipo “strisce finite” /10/ e delle "linee" /22,
23, 24/.

Nel caso in cui gli spessori della sezione trasversale siano piceoli ri-
spetto alle altre dimensioni della sezione trasversale, e guest'ultima abbia di
mensioni trascurabili rispetto alla lunghezza complessiva della trave, 11 pro-
Llema pud essere evidentemente studiato come estensione della teoria di Viasov.
Le equazioni del problema impostate nel classico lavoero /1/ sono la base di nu
Merosi studi; tale preoblema differenziale deli’'8° ordine, & stato discretizza-
to da alecuni auvtori eon la tecnica degli elementi finiti /5, 25, 34/, owero del
le differenze finite /2%, 32/, o con tecniche matriciali /33/; non sembra inve
ce sufficientemente apprefondita la riscluzione in forma chiusa se non in casi
particolari /20/.

Nella presente nota viene affrontata la risocluzione esatta del problema mo
nodimensionale, aovvero ricercando l'integrale generale del problema differenzia
le posto da Vlasov, ed esprimende i parametri cinematici e statici che reggono
il problema in funzione delle incognite primarie con una tecnica matriciale gia
utilizzata dall'Autore per un altro problema Hifferenziale relative a travi
curve /11, 12/, Il problema & quindi ricondotto alla risoluzione di un proble-
ma algebrico lineare nelle incognite costanti &i integrazione.

La tecnica possiede, rispetto a discretizzazioni alle differenze finite o
agii elementi finiti, 1'indubbio vantaggic di risolvere "esattamence®™ il ‘pro-
blema suddividendo la trave tramite i soli nod:i intermedi in progsimitd  delle
discontinuitd di spostamento o carico: & ad esempio possibile risolvere con 1!
intreduzione 41 soli & nodi un problema che in 21/ e /347, con le tecniche ap
penad richiamate, & risolto con discretizzazioni a 200 nodi. Vi & inoltre la pos
$ibilitd di studiare in modo unitario anche problemi non semplici quali la de-
terminazione di linee 41 influenza, spostamenti e sollecitazioni indotti da ce
dimenti elastici od inelastici dei vinceli, variabilit3 a tratti della sezione,
eto,

L' oormangue loportante précisare che le eguazioni di Viasow vanno viste co




me una impostazione tecnica del problema monodimensionale, essendo valide salo

in casi particelari. Cid sari meglio precisato nel paragrafo segquente.

LE IPGTESI FORMULATE

Le ipotesi classiche sotto le quali viene studiato il problema degli ele-

menti monodimensionali in parete sottile sonc le seguentis

1) 1a sezione trasversale non subisce alcuna deformazione;

2} le deformazioni taglianti dovute alle tensioni tagliianti necessarie per equi -
librare la varlazione di tensione normale sono trascurabili;

3) le deformazioni tagliantl nei piani normali alla superficie media della se-

zione possonoc essere trascurate.

Queste ipotesi implicano la presenza di elementi irrigidenti nelle sezio-
ni e comungue forniscene una soluzione equilibrata ma non congruente.

¥el case che 1'asse della trave sia curvilineo a tali approssimazioni ne
vengono spesso aggiunte altre di tipo geometrice che rendono nen immediatamen
te confrontabili i laveri di diversi autori. Un chiare inguadramento delle ca-
tegorie in cui possono dividersi i vari studi a seconda delle ipotesi geometri
che formulate & riportatc in /29/.

Il caso generale & affrontato in /26, 316/ e nel caso 4i grandi spostamen-
ti in /29/; nella formulazione viene tenuta in conto la differenza tra i rag-
gi di curvatura dei diversi punti della sezione. Stante la complessitd del pro
blema non si perviene alla risoluzione delle equazioni differenziali in termi-
ni di spostamenti, ma vengono solo fornite, in casi semplici, tecniche numeri-
che di riscluzione.

Un primo livelleo @i approssimazione & introdotto dal Dabrowski 14, 15/,
in cul viene fatta distinzione tra ragqio di curvatura del bariecentro e del cen
tro di taglio, ma le caratteristiche della sollecitazione e le caratteristiche
geometriche sono valutate facendo riferimento alle stesse formulazioni del ca-~
30 rettilinac.

Un approccio semplificato @ quello del Vlasov, a cui fanno riferimento an
che gli studi numerici descritti nel paragrafo introduttivc a cul si fard rife
rimento nel seguito; in tale formulazione tutEe le distanze tra i punti della
sezione sono krascurate rispette al raggic di curvatura. Tale approssimazione
sembrerebbe risultare valida per rapporti tra la magglore dimensione trasversa
le della trave e il raggio di curvatura dell'asse baricentrico non inferiore ad
1/10, per divenire rigorosa nel caso di doppia simmetcria.

La metodologia esposta nel sequito va guindi considerata come una risolu-

zione "tecnica" del problema, che peraltro & comunque approssimato per le ipo-
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tesi 1-3 formulate; non sembra infatti esistere in letteratura una estensione

della problematica trattata in /19/, in cui il problema viene affrontato in via

completamente rigorosa.

LE RELAZIONI ELASTOSTATICHE E L'EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL PROBLEMA

In accordo con le convenzioni sui segni delle figure 1 e 2 e con la simbo

logia dell'appendice, la scrittura delle condizioni di equilibrio del concio ele

Fig. 1 - Schema geometrico della trave in parete sottile ad asse circolare.

Qy

oy i

Fig. 2 - Simbologia e convenzioni sui segni per i parametri di spostamento, sollecitazione e
carico.

mentare alla traslazione verticale, alla rotazione intorno all'asse x ed alla

rotazione intorno all'asse z, fornisce:

1"

H
t ()




+m =0 (1%}

avendo indicato con l'apice la derivazicne rispetto alla coordinata z.
Le relazioni tra caratteristiche della sollecitazione e parametri di spe-
stamento sono le note /1/:

0
= - EI L. A
M .3 (n R )

* (2%}

nlll .
R } (z%)

M, = Mt‘+ Mt1 =GC (8" + —;—') ~EI (8™ +
5i osservi che si scno considerate le sole relazloni riguardanti {1 comporta-
mento della trave fuori del proprio pilano: infatti, nelle ipotesi formulate,
il comportamento ad arce con interazione sforzo assiale-momento flettente se—
condo y risulta completamente disaccoppiato da quello in esame.

Eliminando Qy, Mx, Mt dalle (1) e {2} si perviene al classico sistema di

equazioni differenziali del IV ordine in n e 6 che reqge il problema:

E Iw v ey EL, IV E Ix v )
- + ) A" - 0 —_— . e = ]
{ =2 E Ix) noo+ Rt B 9+ R " + qy o] (3')
E ILlJ v E Ix + GC v E Ix
- + - "o LU, S o+ = -
R n " n E Iw 0+ O = 3 rnt O (3"}

Le condizioni al contorno per tale probiema, che globalmente si presenta

del VIII ordine, vanno scritte sui quattro parametri cinemetici n, n', 8, T, e8

sendo:
r]l'
= B _
T 3+ R {4)
ovvero sui duali, nel senso del lavoro, parametri statici;
EI !
& o n w n'
= - mo_ 2y Ee 'y - moy g
Qy E:Ix(n R) R @ R} R (e R) (5"}
2} .
= - w2 5"
M EI (n ) (37)
M=o (@ + Ly cm1 (ew 4 L 5
t R o R
n" v,
= - ul —
B EI, " + 1:() (57
Si osservi come per R + = si ottengono le equazioni differenziali disaccop
piate:
-1 ntVig =0 (6")
x ¥




- E I E)W+GCG"+m=O (6"}
W 4

¢he reggonc /27/ rispettivamente il problema flessionale e torsionale della tra

ve rettilinea; per E Im + O 8l ottiene invece:

E X + GC
Iy G X
- +T5— gt o+ av + =0 7'
E Ix n a2 n R qy ¢
E Ix + GC B I :
" L I . T " - n
R n" +GC 8 Y ] m_ =0 (7m

Tale sistema pud anche ricondursi ali'unica equazione differenziale eguivaien-

te:
m m"
v 2" [} t t 1 1 1
g TRE Ot T S T T m e e (1
TR R RUET @ R sz) 9

che regge /7/ il problema della trave circolare a sezione compatta caricata

ortogenalmente al propric planc.

iL PROBLEMA ADIMENSIONALIZZATO

Ai fini della risoluzione del problema differenziale risulta conveniente

utilizzare grandezze adimensionalizzate; si pone percid:

1= n/R 34
n' = 5"
& =0 (™)
T = 1R @)
5}' = QY RY/E T, : o
Moo= M R/E T e'h
M= MORE T 9%
B = B Ri/E I (ot

14




fiv]
i

qy R/E Ix {977)

=
i

2
mt‘ﬂ/EIx {97)

Risulta incltre opportuno considerare le derivate rispetto a v, risultando ce-

- 4 £ 1o
n

Nel sequito si fard costante riferimento alle derivate rispetto a y. Con taii

posizioni & immedlato constatare che i1 gistema (3) pud scriversi:

AZ - - . -
w(—52-*+1)nw+,\2n"——2—2—elv+(1+A2}(—)"+qy=0 (117
,\Z — - Az -
w‘;? n1v+()\2+1)n"-—p?-BIV+AZG“-G+mt=O (11"
ove si & posto:
A% = Go/E 5 {12}
o = R? Go/E I, (13}

I due parametri adimensionaii A% e p? risultano essere le grandezze fondamenta

1i per definire completamente il problema. Si osservi che A2 rappresenta un pa
rametro tipico dei problemi di trave circclare a sezione compatta, reggendo 11
problema della trave libera /1/ ovvero di gquella vincolata da un suolo di Win-
kler /11, 12/; 11 parametro p? risulta invece tipico /28/ del problema della

torsione secondaria, risultando infatti una generalizzazione del parametro:

g% = L' GU/E I ' {14)
che regge il problema di Viasov nel caso rettilineo.

In mode equivalente il sistema (11) pud ricondursi’ all'eq. differenziale equi-
valente:
2z

—u 1 -
) mt4.02(1+7) qy»»p* m, {15)

0 + (207 3" + (12p%) 0" = 2 0 = - SVRSCI

L

B>

esprimende pei la derivata seconda di N come:

2 2
e e v I Y b ot = p ]
L Y JERnpY [ O+ 1 -pYy 0"+ (14 ot oo + q, (16)

15




Le soluzioni F\, 0 del sistema di eguazionl differenziali (11) ovvero del pro-
blema {15} e (16) possonoc porsi come somma di un integrale particolare r-al, e,

e della soluzione del problema omogeneo associato ;o’ -90

me=n o+, an
b= 8 +8 (18}
Gli integrali ;o' Bo possono porsi nella forma:

=, 7

N (19)

n
o
8 =B ¢ (20)

ove i1 parametro p si deduce, ad esempio, effettuando la sostituzione delle (19)

e (20} nelle (11}, ricercande ovverc le scluzioni non banali del problema:
Az
T — — : + 22 0
PERY by 1 o] o Ai
o -p? + = {21)
AR T+ a2 0 1 B, o
o oF J

Le soluzioni si ottengono annullando il determinante del sistema:; sviluppando
tale determinante & immediato pervenire alla seguente equazione caratteristi-
cazy

H
p? {292 - 1) (p? + 1% =0 (22}

che ammette evidentemente le seguenti soluzicni in termini di p?:

pi =0 (23
p: = p° (23")
pi.= -1 (23m)

Gli integrali generali ;_O e 90 hanno guindi la forma:

[

- -
o= At Ay Y v AL Y+13ni 12 r-*—AS cos Y+ A, Y cos v+3, sin v+ Agy sin v (24)

S =By *+B, ¥ + B, %‘D.Y*-B.‘ P B, @085 v +B; v o0s vy + B, sin v + By vy sinv (25)

51 osservi che le costanti A, ¢ B, non sono indipendenti, bensl sono esprimibi
1 1 =

Th



1i le une in funzione delle altre; ad esempio, scegliendo come incognita

cipale 1 e quindi le costanti A, pud constatarsi che:

8, =0 B, =0
By = p? A, B, = p? A,
Bs = - Ag+ za,
Bg = - Ag
B7='A7'ZAG
By = - A,
essendo:
2p?
z = Z

of + A% + p? .t

prin-

(26"
(26™)
{26')

(26"
(26")
(26"

(27}

Per quantc riguarda gli integrali particolari, censiderando per semplicita il

casc pit frequente di:

g = cost ; m = cost
¥ t

& immediatc constatare che si hanno le seqguenti soluzioni:

g R*
m=-émL*ﬂ— v?
GC
2
m
2, =~ R { ! + ! )+ !
“1 9 E1 ac EI
Qvvero:
g
e e — X2
T T T LY
5 1 + a* -
1 = )2 qy £
LA FORMA MATRICIALE DEL PROBLEMA
5% osservi che, posto:
bl 1 1)
ixi' = T, v 2 5 cos w, v cos 4, sin vy v osinyi

..T .
(A = 1Ay, Ay, Ay, Ay, Ao, Ag, A7, Al

iB:" = {B,, B,, By, B,, By, By, B:, Bg!

avendo indicato con l'apice T il simbolo di trasposizione, pud scriversi:

(28)

(29}

(30)

(31)

(32)

{33)

(34)

(35)




A= (x) o+ o7, (36)

e = {B} {x} + @, (37)
ed introdectta la matrice [T}:
[T\] o]
[r] = [T2] (38)
0 [Ts]
con:
[ o o]
[Tl] = (399
|0 o
rp‘ o 9
[r.] = (39"
0 ot
-—1 o} o] z
o -1 o© o
{TE] - O -z ~f o (39™)
o0
si ha:
{B} = [1! {a} {40)
GVVerg:
a = (a7[r)7 (x (41)

81 osservi ipoltre che il problema differenziale posto, analogamente al proble
ma della trave di fondazione rettilinea /27/ ovvero curva /%1, 12/ e pid in ge
nerale gualsiasi problema retto da eguazion! differenziali /13/, ammette una ma

trice di derivazione [B] tale che:

a" :
- xi= [D]" {x} (42}
n

d

essendo [Df‘ il predotto di [D] per se stessa n volte. Nel casc in esame tale

matrice assume la seguente forma:

B

18




(o] o
(p} = [ De] (43)
o [p3]
essendo: -
_ F o o]
[o1] = (447)
1 o
- .
[p.] = ' (44}
0 pJ
fe o -1 o‘i
1 0 ) -1
== L]
[o4] t o 0 0 (aan
0 1 i Qi
i .
$i ha quindi, per le (36), (41} e {(42):
" T "9 T n
== Al ()" ikl —2 = @a)” (1) (oM (45)
n n
d vy d vy

Le {42) e (45) consentono di esprimere slnteticamente in funzione il n e
di @ tutti i parametri cinematici e statici del preblema; si ha infatti, per qua

lungue funzione £ € {E, ﬁ‘, 2, ?, 6y' ﬁx' ﬁt, g}, la seguente espressione:

LT : i 3 i
£ = {a} (Z k, [D} +T] Z h, [D]) {x} + £, (46)
=6 ¢ i=o

ove 1 coefficienti ki, hi' (i =0, 1, 2, 3) e gli integrali particolari £, sona

riportati nella tabella 1.

LA RISOLUZIONE AUTOMATICA DEL PROBLEMA

i1 problema 4i travi curve con vincoli e carichi gualsiasi si risolve sud
dividendo la struttura in tratti in cui i parametri cinematici e statici siano
continui; se tali tratti sono in numero di ¥ la riscluzione diretta del proble
m& richiede la determinazione degli N integrali generali dei relativi problemi
differenziali e guindi la determinazione d4i 8 ® N  costanti di integrazione.

Le costanti si deducono evidentemente dalle B8 * N condizioni al contorno che

19




! f ko &, ks i ha hy h, hy fy
[ B 4y
f il 1 0 0 0 0 0 0 o YOI
S Gy
L ] 1 a G 0 0 o a - =F7
= 1432 . =
a Q 0 o Q H 0 0 0 ":?“Qy* My
T o 1 0 0 0 0 S5y,
1 0 =
~ W . X
@y 0 Iy 0 -(1*—2) 0 (=) o -2 -d,r
! P PZ ¥
M o} Jul -1 0 1 0 0 0 -3y
f 5
) 0 p? G -4 ] p? 0 -1 B ak
; = ! —,
! 8 g o -1 0 o a -1 v} *?— .
L

Tab. 1 - Coefficienti per il calcolo matriciale dei parametri adimensionali di spostamento e .
sollecitazione.

necessariamente devono assegnarsi. La (46), risulta particclarmente utile per

la scrittura delle condizioni, che necessariamente devono essere sul parametrli
cinematici Si (i =1, 2, 3, d4): .

s, € {n, ', 9, T} (a7
ovvera sul quali parametri statici Si (i =1, 2, 3, 4):

s, @0, M, M, B} (48)

Neil punti di estremit2 st scrivono 4 condizioni al contorne; ciascuna di essge
&, per i =1, 2, 3, 4, del tipo:
s, =8 (494
oppure la duale:
5, =8 49"
a seconda se & jmpostc un valore noto s al parametro cinematico cppure 5 al dua

le parametro statico.
Nel punti intermedi, indicando con s all’'apice il generico parametrc valu
tate in guel puntc come apparktenente al tratto di sinistra, ovvero con 4 all'

apice come appartenente al tratto di destra, vanno scritte 8 condizioni al con

20



torno. Esse sono in coppia e si scrivono:

s - d - f
s, -8 As (z0%)
g% - 5% = as (50"

i i

[

se & imposto un salto ﬂsi {in particolare nullo) al parametro cilnematico si ov

vero Asi al parametro statico S5, ; oppure del tipo:

i
s -

= 511
si s ( )
a -

= 51"
s, 5 { )

ovvero

5% = 5 (s2")
1
& -_

= 5 2“
si {52")

se rispettivamente & imposto un cedimento anelastico s oppure il valore 5 al
duale pa}ametro statico.

Analogamente si tratta il caso di vincoli‘elasticamente cedevoli.

Si osservi che clascun parametro del tipo 5i [¢] Si sl esprime sinteticamen
te tramite la (46}, e quindi ciascuna condizione al contorno si scrive,'utilig
zando una tecnica gid mostrata nella nota /11/, caleolando il valore di {x} nel
punto considerato e facendo le cperazioni matriciali alla destra di {A}T.

Il sistema di 8 % ¥ equazioni lineari cui si perviene si presenta in ogni
casc con una handa 16, e pud essere risoclto con le usuali techiche di pregram=-
mazione. Una volta determinate le N ottuple di costanti & sempre‘lﬂxerazhre ma
triciale definita dalla (46) a determinare il valore della generica f e {5,;',

o, 1, 6y, ﬁx' M, B} in qualsiasi punto della trave.

t
Tutte le operazioni enunciate sonc facilmente programmabili su elaborato

ri di anche modeste capaciti.

APPLICAZIONI NUMERICHE

L'intera procedura matriciale descritta & stata incorporata in un program
ma di calcolo, ed alcune applicazioni numerichs sonc state svolte per essempli-
ficarne la versatiliti,

In primo lucge & stato risaito un semplice problema gid studiato da altri
autori con la metedologia delle differenze finite /217, ovvern degli elementi

finiti /34/. Lo schema statico & @i trave doppiamente incernierata, con o~

21



tazione torsionale

impedita;

11

raggio risulta essere 3048 cm e la lunghez-

za complessiva 1524 em; i carichi applicati sono costituiti da forze eccentri-

che concentrate in

1 3353cm }
T

tre diverse sezioni e sono date in Fig.

3; le

426.7cm

P

4 426.7cm ; 3353cm

ap 4P

B

M 4M
P=3624 Kg M = 33138 Kgm
4240cm
T
658cm i 095cm
T.27cm

1219¢m 2438cm

Fig. 3 - Schema di carico e sezione per il con
/21/ e agli elementi finiti /34/.

ghezza complessiva.

che elastiche e geometriche

I risultati ottenuti

i,

gramma del momento flettente;

caso delle differenze finite quanto in quello degli elementi finiti,

sino alla quinta cifra significativa; in Fig.

[1 raggio della travata

assunte sono le seqguenti:
2106454  Kg/cm?®
814495.6 i
1134147  cm"
977551115 cm®
236215.5 cm"

sono in perfetto accordo con quelli degli éltri

caratteristi

fronto con la soluzione alle differenze finite
e pari al doppio della Tun

auto

4 & riportato ad esempio dia-
si osservi che negli altri studi citati, tanto nel

la discre

tizzazione & stata ottenuta tramite 1'inserimento di 200 nodi intermedi, mentre

con la metodologia introdotta i nodi introdotti sono soli i tre in corrisponden

za dei quali sono applicate

le forze concentrate.

La stessa sezione & stata considerata nella trave curva su 4 appogai di Fig.

5. Per tale schema & stato in primo luogo studiato il caso in cui

il
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M, 4 8000 K-in
169218im)

Fig. 4 - Diagramma del momento flettente per i1 caso di Fig. 3; gli andamenti ottenuti alle
differenze finite ed agli elementi Tiniti sono coincidenti.

1500cm
2

! R=3000cm

Fig. 5 - Schema geometrico relative alla seconda applicazione numerica.

appoggio subisca un cedimento analastico pari ad 1 cm. Gli andamenti della li-
nea elastica, del momento flettente o del memento torcente song riportati nel-
la Fig. 6; si osservi come l'elevata rigidezza torsionale primaria renda molto
bassa 1'aliquota di momento torcente gsecondaria nel diagramma complessiva.

In Fig. 7 & invece riportata, per la stessa seziocne e lo stesso schemz, 1a
linea d'influenza del momento flettente per il secondo appoggio, ottenuta impe
nendo una rotazione  flessionale relativa pari a -1,

Un ulteriore esempic applicative & il caso gid trattato in /16) con rife-

rimento all'asse rettilinea: la sezione studiata & del tipo a "doppic T", ed 2

definita dalle seguenti caratteristiche geometriche:

I = .11287 nm®
P-4

I = ,06349 m°
w

C = 0095 @m*

La lunghezza della trave & 10 m ed ha un estremo perfettamente incastrato

sia flessionalmente che torsicnalmente, e 1'altro libero; i risultati sono & me
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20 TL[cm}
10
oleon e 05 0
- YL
-10
.,2_0’1
100 1My [tm]
-0 05
10
/L
-100
107 M [1m]
1 _ /f\ "
W] — + —_ e
/ s \\_jp
ol

Fig. & - Diagrammi del1*abbassamento, momento flettente e momento torcente (con aliquota pri-
maria e secondaria) causati dal cedimento amelastico unitario de) secondo  appoggioc
per lo schema di Fig. 5.

02 1My [Kgm]

x/L

Fig. 7 - Linea d'influenza de1 momento flettente per la sezione in corrispondenza del secondo
2ppoggio relativo allo. schema di Fig. 5.

no di £, con G = 0.5 E, 5i osservi che la metodologia svolta pud applicarsi al
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caso rettilineo effettuando le adimensionalizzazionti rispetto ad L ilnvece che
rispetto ad R, ed eliminando dalle {(4) e (5) i termini nulli per R che tende
ali’'infinite.

L'applicazione svolta vuol mettere in luce l'effetto della curvatura sul
pfoblema torsionale; a tal scopo si & applicata una coppla torcente unitarla
nell'estremo libero, e conservando la lunghezza di 10 m si & confrontato il ca
so dl trave rettilinea don quelli di R = 50 m ed R = 10 m. Nella Fig. 8 sao ri

portati gli andamenti dellfabbassamento {ovviamente nullo nel caso rettilineo)

0577 [em)

-05

15007 8 [rad)

R=INFiNITORR:=50m

%/l
as ' 0

15001

Fig. 8 - Diagrammi dell'abbassamento e della rctazione torsionale al variare del raggio di cur
vatura della menscla con incastro torsiomale.

e della rotazicne torsionale, mentre nella Fig., 9 sono riportati gli andamenti
del momento torcente con l'aliquota primaria e secondaria. Si osservi che il
caso di R = 50 m & pressocche coinclidente con gquello rettilineo e che l'effet-
to del vincolo, che impone sole momento secondario all'incastro, viene smorza-
to pid rapidamente nel caso di trave curva, a causa della interazione con il

momento flettente.
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H
1
1
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v
o

R=iNFINITO

Qs ¢
e e
x/l

10

Bl T T M—

x/L

G5

Fig. 8 - Diagrammi de! momento torcente ed aliquote primaria e secondaria al variare del rag-
gio di curvatura della mensola cor incastro torsionale.
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APPENDICE

ELENCO DEI SIMBOLI UTILIZZATI:

= raggio della trave clrcolare (Fig. 1)

L = lunghezza della trave (Fig., 1}

z = ascissa del generico punto deliltasse della trave (Fig, 1)

Y = angolo in radiénti definito dal generic¢o punto dell'asse della trave
(Fig. 1) )

Qy = caratteristica taglianﬁe nella direzione y

Mx = Momento flettente secondo 1'asse x

Mt = Momento torcente globale

Mt1 = Momento. torcente primario o alla De Saint Venant

Mtz = Momento torcente secondario o da ingobbamento

B = Bimomento

qY = carico distribuito nella direzione v

mt = «carico torcente distribuito

n = spostamento ortogeonale al pianc della trave

2 = rotazione torsicnale

1 = parametro di ingobbamento: (4}

¥ = generico parametro statico o cinematico sopra definito adimensionalizza
to: (9)

= modulco di. elasticitd tangenziale

G = modulo di elasticitd trasversale

Ix = momento di inerzia secende l'asse x

C = momentc di inerzia torsionale primario

I = meomento di inerzia delle aree settoriali

3% = parametro adimensionale: (12}

p? = parametro adimensionale: (131)

2 = parametro adimensicnale: (27)

3! = parametro adimensionale: (14)

D = parametro risolvente dell'equazione caratteristica

A} = vettore delle costanti di integrazione Ai QEl parametrong: (24) e {34)

{B} = wvettere delle costanti di integrazione Bi del parametro®,: (25) e ({(35)

{x}! = vettore delle funzioni dell'integrale génerale del problema amgenec as-—
sociato: {33)

[T] = matrice di trasformazione tra i vettori “A o {B-: (38} e :19)

{b] = matrice 4i derivazione del problema: {43} e (44)

ta nota & stata giudicata dalla Commissione formata -dai Proff. E. Giangreco, D.

Hreco, 5. Rionero.
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VARTAZIONI DELL'ATTIVITA' DELLA P-GLUCURONTDASI NEL FEGATO,COR-
PO GIALLO E GONADE DI RANA ESCULENTA NEL CICLO RIPRODUTTIVQ.
Nota di Maria F. Caliendo, Gabriella Chieffi e Mario Milone.

Presentata dal Socio Mario De Vincentiis.
Adunanza dell'8/11/86

Riassungg

In questa nota vengono descritte le variazioni annuali
dell'attivita della p-glucuronidasi{B~GLR} nel fegato,nel cor-
po giallo e nelle gonadi di maschi e femmine di Rana esculenta.
L'attivita dell'enzima mostra un andamento diverso tra maschio

e femmina nel fegato e nelle gonadi,mentre nel corpo giallo &
simile. llel fegato 1'enzima mostra un andamente simile a quello del
testosterone e del progesterone plasmatico,rispettivamente nel ma-—
schio e nella femmina.Nell'ovario tale raffronte é possibile con
l'estradidlo plasmatico.S5i nota anche una sincronia con le varia-
zioni del contenuto lipidico del fegato e dell'ovario,

51 conclude con 1'ipotesi che l'attivita della B-GLR in
questi organi & ben correlabile alle varie fasi del ciclo ri-
produttive di Rana esculenta,

Abstract

Annual variations of P-glucuronidase (B-GLR) activity in
the liver,fat body and gonads of males and females Rana escu-
lenta ar=s described,Enzyme activity is different among maies
and females in the liver and in the gonads,while it does not
in the fat bodies.In the liver of both sexes annual B-GLR
activity profile parallels plasma testostercne and progesterone
variations.Moreover,ﬁ—GLR profile in the ovary parallels
annual estradiol fluctuations. B-GLR shows maximal activity
concomitantly with total lipid peaks of the liver and the
ovary during the year.

In concliusion, B-GLR activity is well correlated in these
organs with the reproductive cycle of Rana esculenta.

Istituto e Museo di Zoologia, Universitad di Napoli,
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Introduzione

La B-GLR,una idrolasi localizzata nei lisosomi e nei micro
somi,é stata identificata in quasi tutti i tessuti di molti
Vertebrati e ampiamente studiata anche in rapporto ai processi
riproduttivi,poiché la sua attivita é sotto il controllo degli
ormoni sessuali(Pitot e Yatvin,1973;Milone et 81.,1978).

In Rana esculenta finora si eranoc studiate le modificazioni

della sua attivitd nel sistema ipotalamo-ipofisario{(Milone et
al.,1975;Milone e Rastogi,1976;Milone et El~r1978 a).In questi
studi sono state messe in evidenza delle variazioni cicliche
correlate con l'attivita gonadica,sia nel maschio che nella
femmina.

Nella presente nota vengono descritte le variazioni annua=
li dell'attivita della B-GLR oltre che nelle gonadi,anche nel
fegato e nel corpo giallo,organi che sono coinvolti nel con=

trollo della fisiologia riproduttiva di Rana esculenta(Chieffi

et al.,1980).

Materiali e metodi

Sono stati catturati dieci maschi e dieci femmine nella pri
masettimana di ogni mese(escluso agosto).Appena giunti in labo
ratorio gli animali venivano sacrificati e si prelevavano il
fegato,i corpi gialli e le gonadi.Poi gli organi erano pesati,
omogeneizzati in 6ml di acqua distillata per il fegato e gli o
vari e in 2 ml per i corpi gialli e i testicoli.Quindi veniva
eseguita la determinazione della B-GLR secondo il metodo di
Lin e Fishman(1972),modificata da Milone-gE al.(1975).11 conte

nuto proteico era determinato col metodo di Lowry et al.(1951)

La significativitd é stata vagliata col test del "t" di Student.



Risultati

Maschi (

Fegato.

Figura I).

L'enzima mostra un auﬁento non significativo da genna
io a marzo,mentre in aprile diminuisce significativa=
mente(p¢0.01 versus marzo).Poi aumenta significativa=
meﬁte a maggio(p=0.02 vs aprile) per decrescere di
nuove in settembre,mantenendosi ad un livello minimo

nell'autunno{p¢0.01 vs luglio).

C.gialio.Da gennaio a giugno si osservano variazioni non signis=

Testic.

ficative dell'attivita enzimatica.A luglio si ha un au=
mento significativo(p< 0.01),seguito da una diminuzione
che perd é significativa sclo rispetto al picco success
sivo di ottobre(p<C.00l vs settembre).L'attivita della
P~GLR raggiunge valori minimi in novembre e dicembre
(p=0.02 vs gennaio). |

In quest'organo la B-GLR ha un andamento oscillante,con
tre picchi.in febbraio,aprile e luglio{(p«0.01 vs 1 mas=
simi).Nel periodo autunnale l'agtivita della B~GLR si

mantiene ai valori minimi per un periodo pil lungo.

Femmine{Figura II),

Fegato.

Ltattivita della B-GLR mostra un andamento ciclico.l pic
¢hi massimi si osservano in gennaio e giugno{p¢0.01 vs
dicembre o maggio);altri aumenti si verificano in marzo
e ottobre(0,02¢p«¢0.01 vs i mesi precedenti),mentre in a=
aprile e novembre si riscontrano i piu bassi valori di

attivita,

C.giallo.Da gennaic a luglio l'enzima presenta variazioni non

significative,mentre in settembre c¢'é un picco notevoliis
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simo{p{0.01 Vs 1uglio)seggit0 da un valore ancora ele=
vato in ottobre,mentre in novembre si raggiunge il valo=
re minimo del ciclo(p<0.001 vs ottobre).

Ovario.In guest'organo,a differenza del testicolo,lfandamento
dell'attivita enzimatica é pin regoiare.3i ogservano due
picchiwuno‘in gennaio(p=0.02 vg dicembre),l'altro in ots=
tobre(p«Q.C2 Vs marzo) e in giugno(p<0.0] vs luglio).

Discussione

Ltattivita annuale della B-GLR mostra un andamento diverso

nel maschic e nella femmina di Rana esculenta per gquanto riguar

da il fegato e le gonadi.Infatti nel fegato della femmina si no
Ttano un'attivitd pil elevata e delle modificazioni pid marcate
rispetto al maschio.Nelle gonadi si riscontra unfattivita dello
enzima maggiore e pil discontinua nel maschio,mentre nella fem=
mina 1'andamento é pid costante, Tnvece nel corpo giallo i due
cicli sono praticamenté sovrapponibili,se si eccettua la fles=
sione di settembre nel-maschio.

Le variazioni énnuali dell'attivita della P-GLR nel fegato
del maschioc sembrano seguire 1'andamento del tasso di testoste=
rone plasmatico(Pierantoni et al.,1984) . Nella femmina l'attivi=
td dell'enzima nel fegato e nel corpo giallo mostra un profilo
simile a quello del progesterone plasmatico(Pierantoni‘gE al.,
1984),

Per quanto riguarda le genadi una correlazione tra profili
degli ormoni sessuali plasmatici e ciclo annuale della ﬁ~GLR é
possibile osservarla solo nel caso dell'ovario.Infatti l'estra=
dioio—l?? raggiunge i valori massimi nei mesi invernali(Pieran=

toni et al.,1984),contemporaneamente all'attivita massima del=
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T'enzima.

Sempre nella femmina_sono interessanti i raffronti tra ci=
¢lo dell'attivitad enzimatica e le variazioni annuali del contec
nute lipidico dellfovario e del fegato(hilone et al., 1978 b).In
quest'ultimo si osserva una certa sincronia per tutti e quattro
i picchi di attivitd osservati con le concentrazioni massime di
lipidi;incltre il piceo di gennaio coincide anche con quello
della concentrazicne di vitellogenina nel fegato(Varriale et al,
dati non pubblicati).Anche nel maschio(Iela et al.,1979)é pos-=
sibile rilevare un rapporto tra contenuto lipidico epatico e
clcleo della p-GLR.

Il parallelisme tra le variazioni degli ormoni sessuali e
1'attivitd della P-GLR nepgli organi s+tudiati conferma la dipen=
denza di questa dai primi{Pitot e Yatvin, 1973) . Tale dipendenza
é molté marcata nel caso del testosterone e del progesterone,

Inoltre da queste osservazioni s1 pud dedurre i1 ruclo svol-
to dall'enzima nei process: sia tipo anabolico che catabolico,
Infatti & stato dimostrato che l'attivita della P-GLR aumenta
sia durante 1 process: degenerativi celiulari e tissuteli,sia
guando € elevata 1'attivita secretoria ¢ escretorig nelle ghian
dole endocrine ed esocrine,come pure nei fenomeni di moltiplicg
zione cellulare(Smith e Farquhar,1966;Dingle e Fell,1369).Infat
ti 1 picehi di attivita enzimatica pil rilevanti da noi osserva
ti posscno esser correlati in Rana esculenta alle fasi sia game

togenetiche che degenerative neile gonadi(gennaio e ottobre el

|

l'ovario;febbréio,aprile,luglio nel testicolo;ofr, Rastogi‘“
al.,1981,1983)e all'accrescimento del corpe giallio durante 1'au
tunno{Milone et al.,1978;Iela et al., 1979,

In conclusione le variazioni deli'attivity della ﬁAGLR nel

[
(%3]




fegato,nel corpo giallo e nella gonade possone essere ben corre=
late alle varie fasi del -«¢ciclo riproduttivo,sia nel maschio che

nella femmina di Rana esculenta.

.

Si ringrazia il Prof. G, Chieffi per 1l'apporto criticeo prestato.
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DIDASCALIA DELLE FIGURE

L'attivita dell'enzima é stata espressa in nanomoli di fenolfta-
leina liberata/microgrammi di proteine/minuto.
G= Gennaio

F= Febbraio

M= Marzo

A= Aprile
M= Maggio
G= Giugno
L= Luglio

5= Settembre
0= Ottobre
N= Novembre

D= Dicembre
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A POINTWISE INEQUALITY FCR RIESZ POTENTIALS
*)
IN ORLICZ SPACES

Nota di Gioconda Moscarielle (%%}
Presentata dal Socio Carlo Sbordone

Adunanza del & dicembre 1986

Riassunto Si prova una stima puntuale per il potenziale di Riesz, ILf(x),

in termini della funzione massimale di Hardy-Littlewood, Mf(x}, quando f
appartiene a unoe spazio di Orlicz.‘

Abstract A peointwise inequality for Riesz Potential, Iaf(x), in terms of the
fardy-Littlewood maximal function, Mf(x), is proved, if f belcongs to an

Orlicz Space.

§ 1. Introduction

In {3| L.I.Hedberg gave the following pointwise estimate (x ¢ Rn)

l-ap/n HfHup/n

(1.1} I fix) & < Mfix)
o p
L
for £ ¢ Lp, where Iaf is the Riesz Potential
{ a-n
(1.2) I,f(x) = J fly) |x-yi dy
&°

and ME(x} is the Hardy-Littlewood maximal function

(*) This work has been performed as part of & National Research Project
supported by M.F.I. (40%, 198%)
{**) Dipartimento di Matematica e Applicazioni “R. Caccioppoli’- Universita,

via Mezzocannorne 5, 80124 Napoli.




i1 ME{x: = Sup 3 | ftyri dy
®¥eQ el o
where (i :is a cube with sides parallel to the axes such that x e @
The aim of this paper 18 to obtain the following extension of Hedberg's
resylt
-—a/n

TI ()} 2 o MEG) {a {MEGx) /] (] ) ;o eg”

Ly
for f in the oOrlice space Lp, where A iz a N-function verifying suitable
condition.
As an application, an impedding theorem for Orlicz-Sobolev spaces (s given.
A similar imbedding thecrem wasg first given by T.K.DonaldsonmN,S,Trudinger.
J o~ . . . 1,z
12}, with a proof based on the classical Sobolev theorem for w .

i

Seec also R.O'Neil {6] and A. Torchinsky [9]

$ 4. Preliminary resujts

Let A S fG,+¢J be 3 contirusus, convex and Strictiy incresing
function =uch thar
1im A(f) = O lim A{g} = + =
t+0t ¢ =0t ¢

Such a function is called a N-function {see {5] ). To the N-function A we
tan associate its conjugate function denoted by A and defined by

As] = Sup (st - A(t}) sz 0
£20

It's easy to verify, frowm the TYoung's inequa

N
t

a7lit).

i -7
o :‘\{

where & "{t) is the inverse function of A{t).

Definition 2.1 With ¢ r ¢ + =, we séy that

(i & zavisfies the Ve - rondition, if there exists an a > 1 such that
¥
=]
B{agp )i "5* AT} for ai:i ¢ 2 0
111 A sarisfies the 3¢ - 2ondition, Lf there exists an & » 0 such that
-

x

. ¥ \ . B
atat) z 2 a At for ail ¢ 2




(iii) A satisfies the ﬂ2 - condition, if there exists a > 1, such that
Al2t) s a A(t) for all t 2 0

Remark 2.2 By using Young's inequality, if 1l<p < += and (1/p) + (1/q) = 1,

we get that A verifies the Vs - condition if and only if its conjugate A
verifies the Vq - condition. Moreover, A verifies VI - condition if and only

if A verifies the A2 - condition.

Now, let us recall some results we'll use in the following.
Lemma 2.3 (see [8| ) Let A be a N-function. One has

t 1
f Als) s T ds s c A(t) t 2 ) £ 50

‘0
for some constant < > 0, iff A satisfies the V; - condition.
Let f be a measurable real- valued function in Rn with [f] locally
integrable. Then we define Mf by

ME(x) = sSup _1 f [E(y)]| dy
xeQ Q| ‘o

where Q is a nondegenerate cube with sides parallel to the axes.

Lemma 2.4 (see [4| ) If A and A satisfy the 4, - condition, then there is a

constant ¢ depending on A, such that

J n A( Mf(x) ) dx S ¢ J Al [£(x)| ) dx
R r"

Remark 2.5 The lemma 2.3 can be proved only in the hypothesis that A is a
nonnegative increasing function on [0,+=) verifying the V; - condition ( |8] ).
Let A be a N-function verifying AZ - condition and let Q2 be an open set

in R™. The Zriicz space LA!ﬁ) consists of all Lebesgue-measurable functions

on R for which thers 1s a k » 9 such that

- .\
Pooa[IEXLIY g s n
.5 \ ko

The norm 2f £ in LAtQ\ 1s the infimum over all such k.



If A is the conjugate function of A, by applying Young's inequality, we get
(2.2) ’ jn £00 atx) & | 52 118 o, sl )

where f ¢ LA(Q)' g€ LX(Q)

§ 3. Fragtional integrals

' . . n
Let f be a real-valued function, Lebesgue measurable and defined in R

For 0 < a< n the Riesz potentials are defined by
_n :
I flx) = J fly) |x - v{® " ay
a n
R
Our aim is to study pointwise inequalities involving the maximal function
operator ME(x) and I f(x) if feL (R').

The following lemma is due to Hedberg | {3{ }. We give, here, its proof for

the sake of completeness. *
Lemma 3.1 £ 0 < a< n, the or all zeR” and § > 0 we get

{3.1) J FEiy) ] -y |® ™ dy 5 ¢ 6% wE(x)
ly-x{ss

Proof. For any x€R" and any § > 0

- = . a-n
[ ] ey ey = F e ey [T ay
ly-x|56 mEd 8T ey gg2 ™
s ¢ 0 (s2™® qepmm J flyri ay
=0 [v-x]saz2™m
s o8 wmpgxy T M
m=0

Lesma 3.2 Let fe LA€Rni- If A verifies the v, -condition, then for all
we g and 4 » ¢

I3 - -1
(3.2) | PECy) | fx-yi dy £ & A T(i/s™ HEH,

lyex|zs .
Broof, et 0 < u < onoand xe R . By using [2.2] wa get




SEIN TR eyt ™ av 5 200601 a1 1Y 1% ™ o
|v-x(25 L (R7) Lyl{y:|x-v]2s})

Then it is enough to prove that

o~ - . ol e
W e (e xyf2yy = I0E 1 Jix-y]EGA [klx-Yi“'u) dv s 1

sc & a"lise"s.

Indeed, by passing toc polar coordinates, set

o= [ aThs™) gL b= ix-y|
Wwe get
(3.4) J A Ixey® 6 AT 8T ) ay
| x=y[26
n -1, -n
/6" “(8 ) -
- ©nq (5% A 1(6 n, )n/(a n) J Mt”t(n/(n u))+1dt
n-a [¥]

On the other hand, if A verifies vﬁ/ - condition, the conjugate function
[+]

A verifies ¢* - condition, then from lemma 2.3, we have
n/(n-g)

n -1, -n
1/6°A T (4 ) (n/{n-a) i+l a

(3.5) At/

e,

0

s ca e a ™M™ s ate ™™ )

) )n/[n-u)

A
9]
[=2
(=3
ko

where the last inequality is obtained by using the relation {2.1).

Then the result follows from (3.4) and (3.5) and from the convexity of K. |

Remark 3.3 In the previocus lemma, if Af{t) doe#n't verify vn/u ~-condition,
in general, the ineguality (3.2) is not valid. For istance, let g=1 and
Alt) = tn. Then, it is easy t¢ verfy that A(t) satisfies vﬂ*t ~condition
for any £»0, but an inequality of the type (131.2) cannct hold. Indeed, in

this case, for any fe¢ Ln(Rn) and for any Rz4>0 we have ( [3] )
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J [Ey)| |x-y| '™ ay s (€l (w_, log(r/s) )2 711/R),

R2|x-y|2é

Thgorem 3.4 Let fe¢ LA(Rn). If A verifies Vn/u -condition, then for all xe Rn

- -a/n
[T £(x)] s cmE(x) [ A (mf(x]/||f[|LA e

Proof. From lemma 3.1 and lemma 3.2 we have for all x eRn, 6 >0

(3.6) |1 £G0] s e (6% mE(x) + 6% A 5s™) [1£1]. )
a LA

If in this expression we choose § = [A(Mf/”fllL ) ]-lln we get the result.
) A

For istance, the function Alt) = tp, 1l < p < nfa, verifies the Vn/c -

B

condition. Moreover, the function A(t) = tp(!log gl F 1 EH 0.8 B

verifies the Un - condition if p ¢ (n/a)-g

Ja
Now, as consequence of the previous results, we can prove an integral

inequality involving If{x) and f, where

Lf(x) = J f(y) I>Hfll"n dy
Rn

Theorem 3.5 If A satisfies Vn - condition and A satisfies 02 - condition,

then for any f ¢ LAan)

Haell, s e ligl,

where
(as) ey = jt A timas IR 0 4 s
0
Proof. From the theorem 3.4, we get
(3.7 J A*(IIE(x) (/) |£]], ) dx
RrM La

s ¢ J A [ MG [ amecx) /| (£ 1)) Y
er

VAHOES

=1 . <
Let us cbserve that & “(t)/t is decreasing, then

-1 o, /
(A% ) 70t) 2 (asin-11) A Yieysel/M
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Replacing t by A{s}), we have

A s i ) Hags))

and so from {(3.7)

J' A*(]If(x)l/F!fHL boodx
rD A

BA

e J A [{n-l]/n (a1 N e /€] ]) ) J dx
Rn

S e {n-1)/n J AOME(RI/[(EI] Y dx
Rn

The result follows from lemma 2.4
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